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Аннотация
При выполнении прочностных расчетов строительных конструк-

ций на компьютере в программных комплексах, основанных на методе 
конечных элементов, для обоснования правильности полученных дан-
ных необходимо использовать разные конечно-элементные модели. 
Модели пространственной задачи теории упругости являются наиболее 
информативными, но трудоемкими при их анализе. Данная работа явля-
ется продолжением численного эксперимента по выяснению правильно-
го выбора места действия напряжений в объемных конечных элементах 
первого порядка твердотельных моделей при вычислении изгибающих 
моментов. В первой части работы было доказано, что использование  
в расчете напряжений, действующих на гранях конструкции в звезде эле-
ментов узла, обеспечивает необходимую точность вычислений, но тре-
бует анализа значительного количества данных. 

Целью работы является выяснение возможности при вычислении 
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изгибающих моментов в твердотельных моделях использовать усредненные напряжения, действующие в цен-
тре крайних конечных элементов с учетом применения весовых коэффициентов поперечного сечения.

Методика выполнения работы предусматривает сравнение изгибающих моментов, вычисленных по усред-
ненным нормальным фибровым напряжениям в модели косоизгибаемой бетонной консольной балки сечени-
ем 300 × 600 (h) мм, длиной 1800 мм. Модель выполнена из изопараметрического восьмиузлового конечного 
элемента первого порядка кубической формы с размером ребра 50 мм библиотеки ВК SCAD++ с регулярной 
сеткой конечно-элементного разбиения.

Численный эксперимент показал хорошую сходимость результата, отклонения от аналитического расчета 
составили: –1,73% и +1,13 %.

Практическая значимость работы состоит в том, что при вычислении изгибающих моментов в твердо-
тельных компьютерных моделях, состоящих из объемных конечных элементов первого порядка, удобно ис-
пользовать напряжения, действующие в центре крайних конечных элементов с учетом применения весовых 
коэффициентов поперечного сечения. Такой подход позволяет значительно сократить объем вычислений по 
сравнению с анализом данных звезды элементов узла.
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Введение
При выполнении прочностных расчетов многократно статически-неопределимых строительных си-

стем на компьютере в программных комплексах, основанных на методе конечных элементов (МКЭ) для 
обоснования правильности полученных данных необходимо выполнять верификацию и валидацию рас-
четных моделей [1 – 6]. Для решения данной задачи используются разные конечно-элементные модели, 
состоящие из линейных, плоских, объемных, специальных конечных элементов (КЭ). Сложные модели 
могут включать в себя все типы КЭ [7]. Модели пространственной задачи теории упругости, состоящие 
из объемных конечных элементов, являются наиболее информативными с точки зрения изучения их 
напряженно-деформированного состояния (НДС) [8 – 12]. В связи с развитием компьютерной техники, 
данные модели все чаще используются проектировщиками. В ВК SCAD для подбора армирования твер-
дотельных компьютерных моделей железобетонных конструкций по найденным напряжениям необхо-
димо вычислять усилия – изгибающие и крутящие моменты, продольные и поперечные силы.

Данная работа является продолжением численного эксперимента по выяснению правильного вы-
бора места действия нормальных напряжений в объемных конечных элементах твердотельных моделей 
МКЭ при вычислении изгибающих моментов [13]. Ранее было доказано, что при вычислении усилий  
в конструкциях в расчете необходимо использовать напряжения, действующие в узлах конечных эле-
ментов, расположенных на гранях модели при условии выполнения усреднения значений по звезде эле-
ментов узла и количеству узлов [5, 13 – 15]. Однако, такой подход к решению задачи трудоемок. Известно, 
что точность вычисления деформаций и напряжений по МКЭ в центре конечных элементов является 
максимальной [2, с. 28] (Рис. 1). Между перемещениями или напряжениями, действующими в центре  
и узлах конечных элементов первого порядка, существует линейная зависимость [3, с. 249]. Напряжения 
в узлах конечных элементов, расположенных в вершинах КЭ, отличаются от центрального напряжения 
на величину весового коэффициента [16, с. 71]. Поэтому, данную методику следует применить к опре-
делению напряжений на грани изучаемого поперечного сечения, используя усредненные напряжения, 
действующие в центре крайних конечных элементов. Определение усилий в несущих строительных кон-
струкциях по усредненным напряжениям значительно сократит вычислительную работу без потери точ-
ности результата.

Рис. 1. Конечный элемент. Теоретическая и МКЭ эпюры напряжений по поперечному сечению кон-
струкции [2]

Цель работы
Целью работы является выяснение возможности при вычислении изгибающих моментов ис-

пользования в расчетах усредненных нормальных напряжений, действующих в центре конечных 
элементов первого порядка с учетом применения весовых коэффициентов поперечного сечения.
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Материалы и методы исследования
Методика выполнения работы предусматривает сравнение изгибающих моментов, вычисленных по 

усредненным фибровым нормальным напряжениям в модели консольной балки, изгибаемой в двух на-
правлениях. Эксперимент проводится в вычислительном комплексе SCAD++ версии 21. С целью исклю-
чения влияния сил, действующих на основании принципа Сен-Венана [6, с. 15], изгибающие моменты 
определяются во втором ряду КЭ на расстоянии от опоры 75 мм. Полученные данные компьютерного 
расчета сравниваются с данными известного аналитического метода расчета по правилам сопротивле-
ния материалов [17].

Так как верификация и валидация компьютерных моделей должны выполняться на основании срав-
нения с результатами хорошо поставленных экспериментов или внушающих доверие численных реше-
ний [18, 19 с. 113], эксперимент проводится на простой конструкции — косоизгибаемой консольной бал-
ке сечением 300 × 600 (h) мм, длиной 1800 мм, выполненной из бетона класса B25. 

Основная часть
Расчет выполняется в линейной постановке задачи, но с учетом понижающего коэффициента 0,2 для 

начального модуля упругости бетона. Следует заметить, что одинаковое изменение модуля упругости ма-
териала всех конечных элементов при линейном расчете оказывает влияние только на деформативность 
конструкции [11].

Для обеспечения правильности или сходимости полученных данных модель выполнена из изопа-
раметрического восьмиузлового КЭ № 36 первого порядка кубической формы с размером ребра 50 мм 
библиотеки ВК SCAD++. Сетка конечных элементов относительно частая, регулярная (6 × 12 (h) КЭ).  
К балке приложены две силы: горизонтальная Fy = 9 Т и вертикальная Fz = 18 Т, распределенные по узлам 
торца (Рис. 2). 

Рис. 2. Твердотельная модель из объемных конечных элементов первого порядка
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Изгибающие моменты для твердотельной модели определяются по формулам [9]:

My = Iy ×  ,									                   (1)

Mz = Iz ×  ,									                   (2)

σxbt, max =  =  ,					               (3)

σxbc, max =  =  ,					               (4)

σxbt, max, i = σxbt, центр КЭ, i × k,								                 (5)

σxbc, max, i = σxbc, центр КЭ, i × k,								                 (6)

где: Iy — момент инерции конструкции относительно оси Y; Iz — момент инерции конструкции относи-
тельно оси Z; h — высота конструкции; b — ширина конструкции; n — количество анализируемых КЭ; 
σxbt,max — усредненные максимальные напряжения растяжения в крайней фибре поперечного сече-
ния; σxbc,max — усредненные максимальные напряжения сжатия в крайней фибре поперечного сечения; 
σxbt, центр КЭ, i — напряжения растяжения в центре крайнего конечного элемента; σxbc, центр КЭ, i — напря-
жения сжатия в центре крайнего конечного элемента; k — весовой коэффициент поперечного сечения 
конструкции.

Деформированная изучаемая конструкция балки с полями нормальных напряжений σx вдоль 
оси Х показана на рисунке 3. Значения напряжений σx в центре конечных элементов, расположенных 
в районе опоры показаны на рисунке 4.

Рис. 3. Деформированная конструкция. Поля напряжений σx
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Рис. 4. Анализируемое поперечное сечение на расстоянии 75 мм от опоры вдоль оси X (второй ряд КЭ). 
Значения напряжений σx в центре конечных элементов

По действующим в центре крайних конечных элементов напряжениям вычислим их усреднен-
ные значения.

Сверху:

σxbt, центр КЭ =  = 1599,28  .			             (7)

Снизу:

σxbc, центр КЭ =  = –1599,28  .			             (8)

Справа:

σxbt, центр КЭ =  / 12 = 1412,66  .		            (9)

Слева:

σxbc, центр КЭ =  / 12 = –1412,66  .		         (10)

Вычислим весовые коэффициенты поперечного сечения.
Относительно оси Y:

k =  = 1,090909.										                 (11)

Относительно оси Z:

k =  = 1,2.										                 (12)
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Вычислим фибровые напряжения на гранях конструкции.
Сверху:

σxbt, max = 1599,28 × 1,090909 = 1744,67  .							              (13)

Снизу:

σxbc, max = –1599,28 × 1,090909 = –1744,67  .						             (14)

Справа:

σxbt, max = 1412,66 × 1,2 = 1695,19  .							              (15)

Слева:

σxbc, max = –1412,66 × 1,2 = –1695,19  .							              (16)

Результаты расчетов усредненных значений напряжений, действующих по граням поперечного 
сечения конструкции, представлены в таблице 1.

Таблица 1

Усредненные значения напряжений на гранях поперечного сечения конструкции 

Место  
поперечного  

сечения

Усредненные значения напряжений, Т/м²

Сверху
σxbt,max

Снизу
σxbc,max

Справа
σxbt,max

Слева
σxbc,max

75 мм от опоры +1744,67 –1744,67 +1695,19 –1695,19

Моменты инерции поперечного сечения вычислены в первой части численного эксперимента [13].
Изгибающий момент My , вычисленный по данным компьютерной модели:

My = Iy ×  =  ×  = 31,4 Тм.					           (17)

Изгибающий момент My , вычисленный по правилам сопротивления материалов:

My = Fz × Lx = 18 × 1,725 = 31,05 Тм.							              (18)

Погрешность компьютерного расчета составляет:

δ =  – 100 = 1,13%.									                (19)

Изгибающий момент Mz , вычисленный по данным компьютерной модели:

Mz = Iz ×  =  ×  = 15,257 Тм.				           (20)

Изгибающий момент Mz , вычисленный по правилам сопротивления материалов:

Mz = Fy × Lx = 9 × 1,725 = 15,525 Тм.							              (21)

Погрешность компьютерного расчета составляет:

δ =  – 100 = –1,73%.								               (22)



30 Системные технологии 2 (№59) 2026

Выводы

1.	 Изгибающие моменты, вычисленные в анализируемой конструкции по данным нормальных 
напряжений компьютерной модели, действующих в центре крайних объемных конечных 
элементов первого порядка с учетом весовых коэффициентов поперечного сечения, име-
ют хорошую сходимость с известным аналитическим методом расчета. В рассматриваемом 
численном эксперименте отклонения составили: –1,73% и +1,13 %.

2.	 При вычислении изгибающих моментов в твердотельных компьютерных моделях удобно 
использовать напряжения, действующие в центре крайних объемных конечных элемен-
тов первого порядка с учетом применения весовых коэффициентов поперечного сечения. 
Данный подход позволяет значительно сократить объем вычислений по сравнению с дан-
ными, полученными в звезде элементов узла конечных элементов, расположенных на гранях 
конструкции.
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Abstract
When performing strength calculations of building structures on a com-

puter using software packages based on the finite element method, it is neces-
sary to use various finite element models to validate the obtained data. Models 
of spatial elasticity problems are the most informative, but are labor-intensive 
to analyze. This work is a continuation of a numerical experiment to determine 
the correct location of stresses in first-order volumetric finite elements of solid
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models when calculating bending moments. In the first part of the work, it was 
demonstrated that using stresses acting on the faces of the structure in the star of 
node elements ensures the necessary calculation accuracy, but requires analyzing 
a significant amount of data.

The aim of this work is to elucidate the feasibility of using average stresses 
acting at the centers of the outermost finite elements when calculating bending
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moments in solid models, taking into account the application of cross-sectional weighting factors. The study methodology 
involves comparing bending moments calculated using averaged normal fiber stresses in a model of an obliquely bent con-
crete cantilever beam with a cross-section of 300 × 600 (h) mm and a length of 1800 mm. The model is constructed using an 
isoparametric eight-node first-order cubic finite element with a 50 mm edge size from the SCAD++ library with a regular 
finite element mesh.

The numerical experiment demonstrated good convergence of the results, with deviations from the analytical calcula-
tions amounting to –1.73% and +1.13%.

The practical significance of this study lies in the fact that when calculating bending moments in solid-state computer 
models consisting of first-order volumetric finite elements, it is convenient to use the stresses acting at the centers of the out-
ermost finite elements, taking into account the application of cross-sectional weighting factors. This approach significantly 
reduces the computational effort compared to analyzing the star data of node elements.
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